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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДЛЯ СИНТЕЗА ГЕОМЕТРИИ  
КРУГОВЫХ АРОЧНЫХ ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧ СМЕШАННОГО  
ЗАЦЕПЛЕНИЯ 
 

В статье приведены основные геометро-кинематические критерии для оценки качества ароч-
ного зацепления, зубья колес которого образованы несимметричным исходным контуром. Получены 
дифференциальные уравнения для синтеза геометрии арочных зубчатых передач смешанного зацепления 
с круговым зубом. 
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THE DIFFERENTIAL EQUATIONS FOR SYNTHESIS OF GEOMETRY OF ARCH TOOTH  
GEARINGS OF THE MIXED GEARING WITH CIRCULAR ARCHED TEETH 
The article presents main geometry and kinematical criteria for assessing the quality of the arch meshing, which 
are formed by asymmetric basic rack. Differential equations for the synthesis of geometry arched gear mixed 
engagement on these geometry and kinematical performance criteria for the top and root of the tooth. 
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Актуальность задачи. Основой высокой работоспособности, надежности и 

экономичности любого редуктора является высокая надежность и работоспособность 
входящих в него зубчатых передач. Поэтому, конструирование, изучение и производст-
во передач с качественно новыми конструктивными и технологическими свойствами 
является актуальной задачей. Наиболее целесообразным и экономически оправданным 
путем совершенствования технического уровня зубчатых передач является синтез по 
критериям их работоспособности [1]. 

При исследовании зубчатых зацеплений возникает необходимость решения за-
дач, связанных с определением качества зацепления. Эксплуатационные характеристи-
ки должны быть спрогнозированы уже на стадии проектирования. Поэтому необходи-
мы расчетные критерии, связывающие конкретную эксплуатационную характеристику 
передачи с геометрией контактирующих поверхностей. Такие критерии получены и ис-
следованы для прямозубых и косозубых передач с линейчатым и точечным контактом 
[2,3]. Для передач с арочными зубьями эти критерии исследованы в работах [4,5]. Раз-
работанные методы синтеза передач основаны на отыскании производящей поверхно-
сти и сводятся к решению дифференциальных уравнений, описывающих геометро ки-
нематические критерии зубчатого зацепления через параметры производящей поверх-
ности [3,4,5]. Однако в указанных работах не рассмотрены арочные передачи смешан-
ного зацепления [6], которое не имеет присущих вне полюсным зацеплениям кинема-
тических и технологических ограничений. 

Для обобщения результатов, полученных в работе [4], будем рассматривать вы-
пуклую и вогнутую стороны головки и ножки зубьев шестерни и колеса. Продольная 
линия по ширине зубчатого венца – окружность. 
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Цель статьи – получить и проанализировать дифференциальные уравнения для 
синтеза геометрии круговых арочных зубчатых передач смешанного зацепления по за-
данным геометро-кинематическим критериям. 

Одним из важнейших геометрических параметров является профиль обобщен-
ного исходного контура (ИК). Его можно представить в параметрическом виде: 
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Если продольная линия по ширине зубчатого венца очерчена дугой окружности 
радиусом uR  (радиус резцовой головки), тогда кривая  0r  , определяющая продоль-
ную форму зуба, в системе координат n n nX Y Z  (рис. 1) имеет вид: 

       0 0 00, 1 cos , sin ,u ux y R z R          (2) 

где   - угол между осью n nO Y  и текущим направлением вектора uR


 (рис. 1). 
 

 
Рисунок 1. К выводу уравнения производящей поверх-

ности с круговыми арочными зубьями 
 
Таким образом, имеем цилиндрические зубчатые передачи с круговым зубом. Те-

кущий угол наклона зубьев рейки с арочными зубьями:    (рис. 1). Полагая, что 
плоскость n n nY O Z  является начальной плоскостью рейки (рис.1), а начальная прямая 
ИК направлена по вектору 0n , имеем уравнения поверхности зубьев инструментальной 
рейки (3) (выпуклая сторона). Уравнения поверхности зубьев рейки для вогнутой сто-
роны могут быть получены аналогично, прибавляя 2  к ny . 
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Рассмотрим основные геометро-кинематические критерии, необходимые для син-
теза геометрии зубьев цилиндрических передач с круговыми арочными зубьями. 

Скорость скольжения (для точек на головке и ножке соответственно): 

   2 2
1 1 21 1 cos 1ск fV u f f f     ,     2 2

1 1 21 1 cos 1скФV u Ф Ф Ф     , (4) 

где u  – передаточное число. 
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Скорости качения сопряженных поверхностей зубьев (соответственно для голов-
ки и ножки), если 1  – угловая скорость вращения шестерни: 
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Суммарная скорость качения рабочих поверхностей: 
1 1 1 1

2 2

1 12 1 , 2 1 .f Ф
f i f Ф i Ф

f Ф

n f n ФV R V R
f u Ф u

 
  

                          
 (6) 

Приведенная кривизна (соответственно для головки и ножки): 
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   (7) 

Удельные скольжения (соответственно для головки и ножки): 
    1 2 11 1if f i fu f R f f       ,      1 2 11 1iФ Ф i Фu Ф R Ф Ф       . (8) 

В приведенных соотношениях верхний знак соответствует выпуклой стороне 
зуба, нижний знак – вогнутой стороне. Имеют место следующие обозначения: 

1 1 1 2f f f f   ,   1 1 1 2Ф Ф Ф Ф   ,   2 1 2f f f   ,   2 1 2Ф Ф Ф    , 

2 2
1 2fn f f   , 2 2

1 2Фn Ф Ф   ,  21nf uK R f  ,  21nФ uK R Ф  . 

   
   

2 22 2 2
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f f f n f f
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n K
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 2 2
2 2 1cos 1 sinf f f n ff K       , 

 2 2
2 2 1cos 1 sinФ Ф Ф nФФ K       . 

Кроме перечисленных критериев качества необходимо также рассматривать ог-
раничения параметров ИК [4, 5], а именно коэффициенты перекрытия, а также факто-
ры, негативно влияющие на качество работы зубчатой передачи. При синтезе ИК необ-
ходимо ограничивать производящую поверхность, исключая на ней особые точки. 

Учитывая, что функции, определяющие продольную форму зубьев, заданы (2), а 
неизвестными являются функции 1 2,f f  и 1 2,Ф Ф , задающие конфигурацию ИК (1), а 
значит и режущего инструмента, делаем вывод, что полученные формулы (4)-(8) для 
геометро-кинематических критериев являются дифференциальными уравнениями. Их 
можно использовать для определения геометрии ИК режущего инструмента при наре-
зания арочных зубьев. Полагая, что  2 2 1f f f , а также  2 2 1Ф Ф Ф , имеем: 

1 1 1 11, 0, 1, 0.f f Ф Ф          (9) 
1. Дифференциальные уравнения для синтеза геометрии арочных зубьев по за-

данной относительной скорости (4). 



Прогрессивные технологии и системы машиностроения                                            № 1(60)’2018 

 

71 

  
  

1 1
2 22 2 2

1 1

1 1 cos

1 1ск

u f
f

V u f

 



  
 

,   
  

1 1
2 22 2 2

1 1

1 1 cos

1 1ск

u Ф
Ф

V u Ф

 



  
 

 (10) 

2. Дифференциальные уравнения для синтеза геометрии арочных зубьев по за-
данным скоростям качения (5). 

3 2 2
2 2 2 2

1
3 2 2

2 2 2 2
1

1 4 2 ,

1 4 2 .

Vi I Vi I Vi I Vi I Vi

Vi II Vi II Vi II Vi II Vi II

f f B B A C A f f
f

Ф Ф B B A C A Ф Ф
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 (11) 

Коэффициенты , ,Vi Vi ViA B C  уравнений (11) находятся по формулам: 

 2 2 2 2 2
1 cosVi I i f vi IA V n c    ,   2 2 2 2 2

1 cosVi II i Ф vi IIA V n c    , 

2 2Vi I i Vi I Vi I Vi IB R c c a  ,  2 2Vi II i Vi II Vi II Vi IIB R c c a  , 

   22 2 2
1Vi I i f Vi I i Vi IC V n b R a    ,     22 2 2

1Vi II i Ф Vi II i Vi IIC V n b R a    . 

Индексы: f  и I – для головки, Ф  и II – для ножки зуба. Для нахождения коэф-
фициентов , ,Vi Vi Viа b c  используем следующие соотношения: 
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3. Дифференциальные уравнения по заданной суммарной скорости (6) качения 
имеют вид (11), только с коэффициентами , ,V V VA B C   , которые определяются ана-
логично коэффициентам , ,Vi Vi ViA B C , причем имеют место формулы для вспомога-
тельных коэффициентов (для головки и ножки соответственно): 

     2
1 11 1 1 sinV I f nfa u f K     ,       2

1 11 1 1 sinV II Ф nФa u Ф K     , 

     2
1 21 1 cosV Ic u f f     ,       2

1 21 1 cosV IIc u Ф Ф     . 

4. Дифференциальные уравнения по заданной приведенной кривизне (7) имеют 
вид (11), но с коэффициентами , ,V V VA B C   , которые находятся по формулам: 

  2 2 3
2 1 2 1cosI V пр f fA f R R c n     ,     2 2 3

2 1 2 2cosII V пр Ф ФA Ф R R c n     , 

  3
1 1 1 1 22I пр f f V V VB n c a c R R    ,     3

2 2 2 1 22II пр Ф Ф V V VB n c a c R R    , 

    3
1 2 2 1 1 1 2 1I V прf f V VC R R f b n R a R a      , 

    3
1 2 2 2 1 2 2 2II V прФ Ф V VC R R Ф b n R a R a      . 

5. Дифференциальные уравнения по заданным коэффициентам удельных сколь-
жений (8) (для головки и ножки зуба соответственно): 
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Здесь имеют место обозначения (для головки и ножки зуба соответственно): 

      2
2 1 2 1 21 sin 1 1f i if f u ifC R f f f R f u          , 

      2
2 1 2 1 21 sin 1 1Ф i iФ Ф u iФC R Ф Ф Ф R Ф u          ; 

   2
1 cos 1 1f ifB f u     ,      2

1 cos 1 1Ф iФB Ф u     . 

В качестве критерия синтеза может быть выбран любой показатель качества из 
построенной системы и соответствующие ему дифференциальные уравнения. Этот вы-
бор зависит от назначения конкретной зубчатой передачи. 

Анализ полученных формул показывает, что уменьшение приведенной кривиз-
ны (7) оказывает положительное влияние на все геометро-кинематические критерии. 
Поэтому, в основу синтеза геометрии круговых арочных зубьев усовершенствованных 
передач можно положить ее синтез по заданной приведенной кривизне, обеспечивая 
наименьшее ее значение в пределах поля зацепления. 

Выводы.  
1. В статье приведены зависимости для определения геометро-кинематических 

критериев оценки качества арочного зацепления, зубья которого образованы несиммет-
ричным исходным контуром. 

2. На основе этих зависимостей получены дифференциальные уравнения для 
синтеза геометрии круговых арочных зубчатых передач смешанного зацепления по 
геометро кинематическим критериям работоспособности для головки и ножки зуба. 

3. Полученные функциональные зависимости могут быть использованы при 
проектировании новых арочных зубчатых передач смешанного зацепления, нарезаемых 
круговыми резцовыми головками, а также при анализе показателей работоспособности 
арочных передач смешанного зацепления с круговыми зубьями. 
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